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Soient k un entier positif, X un ensemble et ‘p un homomorphisme du semi- 
groupe libre engendre par X dans le produit direct du groupe cyclique infini 
par un semi-groupe fini. 11 est prouve que, si TX est fini, tout mot sur X de lon- 
gueur assez grande contient k facteurs conskcutifs ayant la meme image par q. 
La preuve de ce resultat utilise le theoreme de van der Waerden [7] qui en est 
un cas particulier. Une gerkralisation est Cgalement don& ainsi que certains 
r&hats d’essais faits avec un ordinateur. 
I. INTR~DuCI-I~N 
Soit X un ensemble quelconque. On notera X* le mono’ide libre et 
XX* le semi-groupe libre sans Clement neutre, engendres par X. On 
pourra appeler X alphabet, ses elements lettres, et les elements de XX* mots. 
Soit un mot w  = x,x, -a* xk , xi E X(1 < i < k). La longueur k de w  sera 
notee hw. Si x E X et x = xi , on dira que la lettre x occupe le rung i dans w. 
Si U = XiXi+l **a x,(1 < i <j < k), u est un fucteur de w, qu’on notera 
si besoin u = w[i,j]. Si i = 1, u est facteur gauche. Si w  admet le facteur 
u = V~V.J *-- v, ) 3 v’ E XX*(l < j < p), les vj sont p facteurs consth4tzjIs 
de w. On notera aussi Xw l’ensemble des suites infinies (a droite) de lettres 
de X. Si s = x1x2 -0. xi es*, Xi E X (i 3 l), est l’une d’elles, les definitions 
ci-dessus concernant les facteurs restent valables. Sifest facteur gauche de 
s, on pourra Ccrire: 
s =fs', fExX*, s' E x0. 
Soient par ailleurs A, B, C des ensembles. Une application y: A + B x C 
sera notte v = (yl, I& ou ?1 et v2 sont les projections de v. Le produit 
des applications 01 : A -+ B et /3 : B -+ C sera note /3a : A -+ C. 
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Enfin nous conviendrons d’identifier le groupe cyclique infini que now 
aurons a considerer a Z, groupe additif des entiers, et nous noterons N+ 
l’ensemble des entiers positifs. 
Posons les definitions suivantes: 
DI~FINITION 1. Soient une application 01 : XX* + A et PJk) l’ensemble 
des mots de XX* qui n’admettent pas k facteurs consecutifs equivalents 
modulo 01. On dira que ~11 est repetitive si, quel que soit k E N+, les longueurs 
des mots de P,(k) sont hordes. 
On notera alors: 
L,(k) = inf{L E Nf 1 VW E XX* hw 3 L +- w  I$ P,(k)). 
DI?FINITION 2. Un semi-groupe D est dit rep&if si pour tout ensemble 
X tout homomorphisme v : XX* + D, avec TX fini, est rep&itif. 
I1 resulte [6] du theoreme de Ramsey que: 
T&OR&ME. Toute application a : XX* -+ A 02 card A = n < CO est 
rt;phitive, et l’on a: L,(k) = k”. 
D’autre part, le theoreme de van der Waerden [7] exprime, selon la 
remarque de [4] que si card X < co et k E N+, il existe dans tout mot assez 
long de XX*, k rangs en progression arithmetique occupts par la m&me 
lettre. Cela se formule ainsi: 
TH~R&ME DE VAN DER WAERDEN. Soient Xun alphabet jini et Jf le semi- 
groupe obtenu en munissant X de I’opkration binaire 0 telle que 
xoy = x,vx,yex. 
L’homomorphisme 9 : XX* + Z x k tel que TX = (1, x) Vx E X est 
rPp&it$ 
Pour cet homomorphisme particulier nous poserons: 
v(n, k) = L,(k) oti n = card X. 
Les Theorbmes 1 et 2 ci-dessous gCnCralisent ce resultat. Les demon- 
strations figurent en II et l’on kvoque en III quelques aspects de ces 
problemes ayant don& lieu A des calculs sur ordinateur. 
TH&ORBME 1. Le produit direct Z x M du groupe cyclique inzni Z 
et d’un. semi-groupefini M est un semi-groupe rf;pe’titif: 
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Le ThtSorBme 2 donne une propriete de fermeture pour la famille des 
semi-groupes repetitifs en utilisant la definition suivante: 
DEFINITION 3. Un semi-groupe D est dit produit special du nombre 
cardinal m par le semi-groupe B si les conditions a) et b) sont satisfaites: 
a) 11 existe un homomorphisme 8 de D sur B et card H < m pour 
toute classe H modulo 8. 
b) Si H est une classe modulo 8, on peut munir H dune opera- 
tion binaire o associative telle que pour tout p E N+ et pour tous 
ht , h,’ E H (1 < i < p), on ait: 
hl 0 h2 cl *** 0 h, = hl’ 0 h; 0 a-- 0 h,’ =c- hIhe -a- h, = hl’h; -** h,’ (1) 
On verifie facilement en particulier que D est produit special de card A 
par B dans les cas suivants: 
a) A est un semi-groupe et D = A x B, 
b) D est extension ideale [2] du semi-groupe A par le semi-groupe 
avec zero B, 
c) D est extension centrale au sens de [5] du groupe abelien A par 
le groupe B. 
TH&OR&ME 2. Tout produit spbcial d’un entier positifpar un semi-groupe 
r&p&i@ est un semi-groupe rt!p&itif. 
Nous remercions vivement Monsieur le Professeur M. P. Schiitzen- 
berger qui nous a signal6 ce probldme et n’a cesse de nous aider de ses 
precieux conseils, ainsi que Monsieur J. F. Perrot pour ses nombreuses 
et t&s utiles remarques. 
II. D~ONSTRATIONS 
Soit un homomorphisme y : XX* -+ D. 11 est clair qu’il existe un 
ensemble X’ et un homomorphisme y : XX’* + D tels que card X’ = 
card #X’ et cp’X’ = yX et que y est rep&itif si et seulement si y’ est 
rep&itif, avec dans ce cas: 
L,(k) = L,>(k) Vk E N+. 
Cette remarque faite, nous prouvons d’abord trois lemmes. 
LEMME 1. Soient X un alphabet jini et P une partie de XX*. I1 y a 
t+quivalence entre les &oncPs: 
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i) il existe un entier r tel que: 
Vf E xx*, Af > r Z- f admet WI facteur E P, 
ii) Vs E Xw, s admet un facteur E P. 
D.4monstration. 11 est evident que i) 3 ii). Inversement supposons i) 
faux. On peut alors trouver un ensemble infini F de mots saris facteurs 
dans P. Parmi eux, une infinite, formant I’ensemble Fl , commencent par 
une mCme lettre x1 . Parmi les mots de Fl , une infinite, formant I’ensemble 
Fz , ont la mCme seconde lettre, soit x2 , et ainsi de suite. Cette construction 
definit une suite s = x1x2 ... E XU et celle-ci n’a pas de facteur dans P 
puisque tous ses facteurs gauches sont aussi facteurs gauches de certains 
mots de F. Done ii) est faux. 
LEMME 2. Le groupe cyclique infini Z est rt!pe’titif. 
Dt!monstration. On va montrer que tout homomorphisme v : XX* -+ Z, 
oti TX est fini, est repetitif. Soit k un entier positif. 
a) Considerons d’abord le cas particulier oti TX C Nf. Posons 
m = sup(vX) et t.~ = inf(yX), et soit Y = {yi 1 1 ,< i < m} un alphabet 
auxiliaire. Definissons un homomorphisme $ : XX* ---f YY* par 
#x = YtYt-1 .*. Yl si x E X et TX = t. 
11 est clair que Vf E XX* yf= A(#f). Soient alors w  un mot de XX* et: 
~w=z1z2***zt, 3 z. E Y (1 <j < t) son image par #. Pour 1 <j < t, 
notons wi le plus court facteur gauche de w  tel que qwj 3 j. Si zj = y= E: Y, 
on aura alors : 
qJwj =j+p - 1. (2) 
Appliquons le theorbme de Van der Waerden au mot $w E YY*. Si 
t 2 Urn, k + 1) (3) 
il y aura k + 1 rangs j, ,..., j,,, , un r E N+ et une lettre y, E Y tels que: 
JS+I - Js = r (1 < s < k), 
zi, = Y, (1 < s < k + 1). 
(4) 
Dtfinissons dans w  des facteurs h, par: 
w&+1 = wish, (I ,< s < k). 
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On aura par (2) et (4): 
yh, = (j,, + p - 1) - (j, + p - 1) = r. 
w admettra done k facteurs, h, , consecutifs congrus mod v si (3) est 
satisfaite. Comme t > $w, il suffit pour cela que: 
Aw > J’(m, k + 1) + 1 
4 P 1 
b) Dans le cas general, on peut, d’apres une remarque anttkieure, 
supposer card X = card(vX), ce qui permet d’appliquer le Lemme 1. 
I1 suffit done de montrer qu’une suite infinie arbitraire SE X0 admet 
k facteurs consecutifs congrus mod v. Posons 
S=fi&, Afi = i, V~EN+ 
et considerons deux cas: 
a) Les cpfi sont born&. On peut alors trouver une infinite d’indices i, 
croissants (1 < s) tels que les fia soient congrus mod v. Definissons les 
facteurs consecutifs h, de S par: 
Les h, rtpondent a la question puisque tph, = 0. 
/3) Si les qfi ne sont pas born&, supposons-les par exemple non born& 
superieurement. 11 en sera de mCme pour les images par IJI des facteurs 
gauches de Z pour n’importe quelle factorisation: 
S=fZ, fEXX*, Z’EXW. 
On peut alors mettre S sous la forme: 
oh: g5 E XX* et 
1 < q-m < m = Sup(vXl Vj E N+. 
En effet il suffit de poser S, = S et 
s5 = &%,I 2 g5 E xx*, &,I E xw 
(5) 
oti g3 est le plus court facteur gauche de Sj tel que yg9 > 0. Soient alors 
un alphabet infini: 
A = (ai 1 i E N+} 
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et un homomorphisme: 
a: AA*+XX* 
tel que 
aai = gi, Vi E Nf. 
L’homomorphisme $J = ~JOI : AA* + Z satisfait, par (5), a &4 C N+. 
Le Lemme 2 ayant tte demontrt dans ce cas, la suite infinie ala2 ~3. aj ... 
admet k facteurs constcutifs b, ,..., bk congrus mod z,k. Les hi = cYbi 
sont alors k facteurs consecutifs de S congrus mod q. 
LEMME 3. Soient m E N+ et Q la famille des homomorphismes 
$b:yy*-tz x M 
tels que #Y C {l} x M, oti Y est un ensemble quelconque et M WI semi- 
groupe quelconque de cardinal < m. Si tout # E D est rep&it& tout produit 
special de m par un semi-groupe repe’tittf est un semi-groupe repe’tittf. 
Demonstration. Soitk~N+etq=sup{L&/#~Q}.Onaq<w 
puisque m < w  et que l’on peut en vertu d’une remarque anterieure sup- 
poser card Y = card $Y < m. 
Soit alors D produit special de m par le semi-groupe rep&itif B et fl 
l’homomorphisme correspondant de D sur B. Soit un homomorphisme 
y : XX* ---t D avec TX fini. Montrons que w  E XX* admet k facteurs 
condcutifs congrus mod 9 si hw > L+(q). Dans ce cas, en effet, w  admet 
q facteurs constcutifs fi , fi ,..., f, congrus mod t$. Posons 
yfi = hl(l < i < q). 
Les hi sont dans une meme classe H de D mod 8. Soit I? le semi-groupe 
(H, 0) ou o est poperation binaire associee a H dans la definition 3. Soient A 
un alphabet auxiliaire de q lettres a, ,..., up et 01 : AA* - XX* l’homo- 
morphisme tel que cIlai = f$(l < i < q). Definissons un homomorphisme 
#:AA*-+Z x I? par +ai=(l,hJ(l <iiq). On a #E&) puisque 
card I? < m. Done, en raison du choix de q, le mot a,a, **a a, de AA* 
admet k facteurs condcutifs rj congrus mod $. La relation (1) entraine 
alors que les rj sont congrus mod a~. Leurs images arj E XX* sont done 
k facteurs consecutifs de w  congrus mod F. 
Preuve du Theoreme 1. Soit D = Z x M, oh A4 est un semi-groupe 
fini. Nous procederons par recurrence sur m’ = card M. Le Theoreme 1 
a CtC prouve pour m’ = 1 (Lemme 2). Supposons-le 6tabli pour tout 
m’ < m oti m est un entier > 2 et montrons qu’il est vrai lorsque 
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card M = m. D &ant un produit special de m par Z, il suffit (Lemme 3) 
de considerer un homomorphisme q~ : XX* --+ Z x M, tel que yIx = 1 
Vx E X, et de prouver qu’un mot w  E XX* admet k facteurs condcutifs 
congrus mod y si I= Xw est assez grand. Nous envisagerons deux cas. 
a) Premier cas: M n’a pas d’element zero [2]. On peut alors supposer, 
par exemple, que M n’a pas de zero a gauche. Soit Q la famille des homo- 
morphismes # : YY* + Z X fl tels que A soit sous-semi-groupe propre 
de M et que #lY = (1). Ces homomorphismes sont repetitifs en vertu 
de la recurrence. Posons: 
P = w&(k) I 9 E @. (6) 
On a p < co. Soient M un alphabet de m lettres et 8? t) M une bijection 
qui associe a tout y E M la lettre jj E R. Posons: 
et 
gi = P,(W[L iI), l<i<Z=Xw 
-- 
z = M2 **- & E MM*. 
Si I > v(m,p + l), il y a en vertu du theoreme de van der Waerden 
une lettre y qui occupe dam z des rangs il ,..., i,+I en progression arithme- 
tique. DCfinissons dans w  des facteurs s, par: 
s, = w[i, + 1, i,+J, 1 <u<p. 
Les s, ont mtme longueur et les v2s, = SU sont tels que ySU = y. 
Soit 
H = {S E M ( ~8 = y}. 
H est un sous-semi-groupe de M et card H < m, sinon y serait un zero 
a gauche. On peut alors, suivant un raisonnement deja fait, considerer 
un alphabet auxiliaire 
et un homomorphisme /3 : BB*+XX* tel que /3b, = s,, Vb,eB. 
Si #’ : BB* -+ Z x H est l’homomorphisme tel que +‘b, = (1,&J 
Vb, E B, le mot blb2 *a* b, aura, en vertu de (6), k facteurs consecutifs 
ri congrus mod #’ et les /Iri seront k facteurs consecutifs de w  congrus 
mod 9. 
b) Deuxieme cas: M a un element zero. Soit y celui-ci. Posons 
t = V(m, p + 1) oti p est defini par (6). Supposons que w  n’admette pas 
k facteurs consecutifs congrus mod ‘p. Soit u un facteur quelconque de 
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w tel que Xu > t. En reprenant pour u le raisonnement fait pour w  dans 
le premier cas, on voit que u admet necessairement un facteur gauche v 
tel que vzv = y. I1 en resulte alors flu = y. Done tout facteur de w  de 
longueur t a pour image y par q2 . Si done )tw 2 kt w aura k facteurs 
consecutifs congrus mod F contrairement a l’hypothese. 
Remarque 1. 11 est possible d’eviter l’appel au thtoreme de van der 
Waerden dans la fin de la preuve du Theo&me 1 grace au lemme suivant [1]: 
LEMME 4. Si 01 est une application de Nf darts un ensemble fini X, 
il existe p E N+ et x E X tels que, quel que soit k E Nf, on pact trouver 
k entiers posittfs iI < iz < .** -=c ik avec: 
ai1 = aiz z * * * = aik = x 
et 
hl - 4 =G P (1 <j < k). 
Ce lemme peut encore se formuler: 
LEMME 4 BIS. Soient X un alphabet fini et s une suite injinie E Xw. 
Alors il existe p E N+ et x E X tels que, quel que soit k E N*, la lettre x 
occupe dans s k rangs il < i2 < *a+ < il, avec: 
15+1 - ij < p (1 6 j < k). 
En utilisant le Lemme 4 bis et en raisonnant comme dans la fin de la 
preuve du ThCortme 1 (recurrence sur card M, distinction des deux cas: 
M a un zero, it4 n’a pas de zero), on obtient la g&reralisation suivante: 
LJZMME 5. Soient X un alphabet, q~ un homomorphisme de XX* dans 
un semi-groupe Jini A4 et s une suite intnie E X”. Alors il existe p E M et 
p E N+ tels que, quel que soit k E N+, on peut trouver dans s k facteurs 
const%uttfs fi ayant t.~ pour image par y et de longueur < p. 
Le ThCortme 1 s’obtient alors facilement comme consequence des 
Lemmes 1, 2, et 5. 
Remarque 2. On a vu (Lemme 2) que l’enonck “le semi-groupe cyclique 
infini N+ est repkitif” se deduit aisement du thkoreme de van der Waerden. 
La deduction inverse peut aussi se faire facilement, comme ceci: 
Supposons le theoreme de van der Waerden faux. Alors il existe p E N+, 
un alphabet X (que now prendrons minimal pour cette valeur de p) 
et une suite infmie s E X0, tels qu’aucune lettre de X ne figure dans s a p 
rangs en progression arithmetique. 
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Choisissons une lettre x E X et posons Y = x\(x). On peut Ccrire: 
s = fixfrx **.hx ... 
Oh 
f;:~ Y*VjeN+. 
Comme X est minimal, les longueurs des f;: sont bornees sinon l’un 
d’eux contiendrait une lettre figurant ap rangs en progression arithmttique. 
Soient 1 = sup{X.} et 
A = {fx Ife Y* et 0 < Af < l}. 
Soient A un ensemble de meme cardinal que A, 01 une bijection de 
A sur A et q.~ : AA* + N+ l’homomorphisme tel que: 
v Ctant repetitif, la suite infinie de Aw: 
s = a-‘cflx)a-‘(f&q *** a-y&x) *** 
admet p facteurs condcutifs congrus mod v. 11 leur correspond dans 
sp facteurs de mtme longueur qui ont tous x comme derniere lettre 
a droite, ce qui contredit l’hypothbse. 
DPmonstration du ThkorBme 2. Si m E N+, Z x M est rCp&itif pour 
tout semi-groupe M de cardinal < m (ThCoreme 1). Done (Lemme 3) 
tout produit special de m par un semi-groupe repetitif est rdpetitif. 
III. REMARQUES FINALES 
11 existe des semi-groupes non repetitifs, par exemple AA* pour 
card A >, 2. Ceci resulte de la construction par S. Arshon et Marston 
Morse (references et bref historique dans [3]) de suites E A@ sans facteur 
de la forme ffJ On peut se demander si les semi-groupes abeliens sont 
repetitifs. 
Un aspect particulier de cette question a fait l’objet d’essais sur ordina- 
teur. Appelons puissance k-it?me (cart-4 si k = 2) mod v un mot de la 
forme fifi es* fk oh lesf;: sont equivalents mod ‘p et notons 01 l’homomorph- 
isme canonique de XX* sur le semi-groupe abelien libre engendre par X. 
Le cas k = 2 conduit a la question: 
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QUESTION. X e’tant fini, existe-t-i1 une suite injnie de Xw saris carrt 
mod CL? 
Pour card X = 3, la reponse est non: L,(2) = 8. 
Pour card X = 4, L,(2) s’il existe est trb grand: on a pu construire 
des mots de 7500 lettres saris carrt mod a et rien, sinon la duree du calcul, 
ne semble empecher d’aller beaucoup plus loin. 
Remarque. 11 resulte de cela que pour card X = 4, il existe des homo- 
morphismes y : XX* -+ N+ tels que L,(2) > 7500. D’une facon g&r&ale 
il est facile de voir que, X &ant fini, il y a equivalence entre: 
i) il existe une suite infinie saris puissance k-i&me mod 01, 
ii) pour tout I > 0, il existe un homomorphisme q~ : XX* -+ N+ tel 
que L,(k) > 1. 
Par contre l’etude sur ordinateur des mots saris car& modulo certains 
homomorphismes de XX* dans N+ x N+ avec card X = 4 a mis en Cvi- 
dence l’existence d’une longueur maximum pour ces mots. En particulier 
pour: 
FJX = Nl, l>, (19% (1,3), U,4)1, 
$1 = ((1, I>, (L2), (1, 5), (1,6)), 
v”Jf = ((1, 11, (1, 3), (1,4), (1,6)t, 
la longueur maximum est 50 (resp. 55,55). 
Donnons a titre d’illustration l’un des 16 mots de longueur 50 saris 
carre mod v, en notant 1, 2, 3, 4 les 4 lettres: 
w  = 21314 31243 41312 13143 12431 43424 34131 21314 31243 41312 
Definissons enfin une equivalence /? dans XX* par: 
VA g E xx*, f /3 g o 3r, s E Nf, f = g8 (mod CL). 
Pour X = {1,2,3,4} on a cherche a construire un mot w  aussi long que 
possible saris carre mod ,9 et dont aucun facteur ne soit equivalent a 
1 2 3 4 mod p. On a pu atteindre des longueurs depassant 180, mais les 
remaniements du mot w  necessaires pour accroitre sa longueur sont telle- 
ment profonds qu’il semble que Aw soit bornte. 
Cette conjecture a une interpretation geomttrique: 
CONJECTURE. Soit ABCD un tttra2dre r&ulier de centre 0. Soit G le 
graphe dont 0 est un sommet et dont tout sommet a exactement 4 successeurs 
qui s’en dbduisent par Ies trmtslations OA, OB, OC, OD. Tout chemin 
inj?ni saris circuit de G passe par trois sommets align&. 
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